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АННОТАЦИЯ 

Представлены результаты исследования влияния не-

подобия граничных условий на нарушение аналогии 

между процессами трения и теплообмена. 

Получено аналитическое решение задачи о ламинар-

ном и турбулентном движении жидкости вдоль пластины 

при наиболее приближенном к реальному изменении ее 

температуры по ходу течения жидкости. Проведено со-

поставление полученных результатов с результатами 

численного моделирования, осуществленного с использо-

ванием программного продукта Phoenix. Определен круг 

режимных параметров теплообмена, качественно и коли-

чественно определяющих влияние неизотермичности на 

теплообмен. Показано, что при определенных условиях 

неизотермичность поверхности может значительно уве-

личивать или уменьшать теплоотдачу по сравнению со 

случаем изотермичной пластины. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

При расчете теплообмена в теплообменных ап-

паратах часто используются критериальные зависи-

мости для теплоотдачи, подразумевающие соблю-

дение аналогии между трением и теплообменом. 

Это допущение является следствием схожести 

уравнений, описывающих процессы переноса. На 

практике существуют факторы, нарушающие анало-

гию. Среди хорошо исследованных механизмов 

нарушения аналогии можно выделить отличие чис-

ла Прандтля от единицы [1, 2], переменность теп-

лофизических свойств вещества [2, 5], наличие вду-

ва/отсоса вещества на поверхности [5] и наличие 

источников/стоков вещества (в частности, при про-

текании химических реакций [3]). 

Еще одним механизмом, могущим привести к на-

рушению аналогии между трением и теплообменом, 

является неподобие граничных условий для скоро-

сти и температуры. 

2. НЕИЗОТЕРМИЧНОСТЬ  ПОВЕРХНОСТИ 
ТЕПЛООБМЕНА  В  ТЕПЛООБМЕННЫХ 
АППАРАТАХ 

Аналитическое решение задачи о распределении 

температуры теплоносителей в прямоточных и про-

тивоточных теплообменных аппаратах, полученное 

в предположении о постоянстве коэффициентов 

теплоотдачи и неизменности теплофизических 

свойств, показывает, что закон изменения темпера-

туры поверхности теплообмена по длине можно 

достаточно хорошо описать зависимостью следую-

щего вида: 
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= ±  знаки “+” и “–” соответствуют 

прямоточному и противоточному движению тепло-

носителей соответственно. 

Как видно из (1), амплитуда неизотермичности 

будет определяться следующими параметрами: 

1) длиной рассматриваемого участка; 

2) схемой движения теплоносителей (прямоток, 

перекрестный ток или противоток); 

3) температурой одного из теплоносителей и 

температурным напором на входе в аппарат; 

4) средней теплоотдачей со стороны одного из 

теплоносителей и средней теплопередачей на 

рассматриваемом участке; 

5) водяными эквивалентами теплоносителей; 

6) геометрией поверхности теплообмена. 

3. ЗАДАЧА  О  ТЕПЛООБМЕНЕ  
ПРИ  ЛАМИНАРНОМ  И  ТУРБУЛЕНТНОМ 
ОБТЕКАНИЯ  НЕИЗОТЕРМИЧНОЙ 
ПЛАСТИНЫ 

Рассматривалась задача о конвективном тепло-

обмене при течении жидкости вдоль неизотермич-

ной пластины. Закон изменения температуры трубы 

по длине был взят в соответствии с (1). Решение 

задачи проводилось аналитически. 

3.1. Математическая модель и допущения 

Исследуется полуограниченная пластина, обте-

каемая в продольном направлении стационарным 

потоком несжимаемой жидкости, имеющим темпе-

ратуру t∞ и скорость w∞, которые принимаются 

постоянными по длине х. В качестве обтекающей 

жидкости рассматриваем модельный газ с постоян-

ными теплофизическими свойствами и числом 

Прандтля, равным единице. Не принимаются в рас-
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смотрение факторы, которые наряду с неизотер-

мичностью поверхности также могут приводить к 

нарушению аналогии между теплообменом и трени-

ем. С учетом указанных выше допущений уравне-

ния переноса импульса и тепла будут иметь сле-

дующий вид в приближении пограничного слоя: 
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Система (5) решается при граничных условиях: 

при y = 0 и x > 0: wx = wy = 0, t = tc(x); 

при y ≥ ∞: wx = w∞, t = t∞. 

Хотя уравнения переноса импульса и тепла по-

добны в системе (5), температурный профиль будет 

отличным от скоростного, так как  граничные усло-

вия для скорости и температуры неодинаковы.  

Для решения задачи в дальнейшем понадобится 

зависимость для теплоотдачи в случае однократного 

ступенчатого изменения температуры поверхности. 

Теплоотдача в этом случае будет выглядеть сле-

дующим образом [4-6]: 

ступ изот ступNu Nu ,= ϕ                 (6) 

где 
изот

Nu - теплоотдача для изотермичной пласти-

ны; ступϕ - безразмерный множитель, характери-

зующий влияние начального необогреваемого уча-

стка на теплообмен. Причем 
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где ξ - длина необогреваемого участка; х – коорди-

ната, подсчитанная от передней кромки пластины 

(х > ξ); Z и Ф – константы. Для ламинарного течения 

значения констант, входящих в (7), составляют:  

Z = 3/4, Ф = -1/3 [4], и для турбулентного: Z = 0.9,  

Ф = -1/9 [5,6]. 

3.2. Метод решения 

Линейность дифференциального уравнения 

энергии в системе (5) позволяет использовать прин-

цип суперпозиции для получения решения для теп-

лообмена в случае неизотермичной поверхности 

путем обобщения решения задачи с начальным 

необогреваемым участком (ступенчатая неизотер-

мичность). Данный метод, на который обычно ссы-

лаются как на теорию Дюамеля, хорошо описан 

Эккертом и Дрейком [9]. При решении с помощью 

метода Дюамеля непрерывное изменение темпера-

туры стенки представляется в виде ступенчатого. 

Выражение для плотности теплового потока в итоге 

можно записать следующим образом:  

ступ

1
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где ступ ( , )
i

xα ξ  - теплоотдача для случая ступенча-

того изменения температуры стенки, причем ξ – 

продольная координата, отсчитываемая от коорди-

наты скачка температуры, а х – расстояние от пе-

редней кромки пластины  до места температурного 

скачка (x>ξ). Непрерывно изменяющуюся темпера-

туру стенки можно представить как последователь-

ность бесконечно малых температурных скачков 

dtc, имеющих место на бесконечно близко располо-

женных интервалах dξ. Перейдем в (8) от знака 

суммы к знаку интеграла, и формула для теплового 

потока в наиболее общем виде примет вид 
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Второй член в (9) характеризует изменение теп-

лового потока из-за наличия участков поверхности, 

где температура стенки меняется скачкообразно. В 

нашем случае будем рассматривать случай, когда 

ступенчатое изменение температуры стенки имеет 

место лишь на передней кромке пластины и затем 

ее изменение имеет непрерывный характер. Учиты-

вая это обстоятельство и подставляя (6) и (7) в (9), 

получаем 
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где 0ctΔ - скачок температуры стенки на передней 

кромке, равный 0'
г c

t t− . 

Используя (10) и применяя закон Ньютона-

Рихмана для теплового потока ( )
г с

q t t= α − , можно 

получить следующее выражение для величины по-

правочного множителя, учитывающего неизотер-

мичность поверхности теплообмена: 
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Получив выражения для ( )г с
t t−  и 

0 0( ' )
с г с
t t tΔ = −  из (1) и подставив их в (11), имеем 
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Константа С3 в (12) берется из (4). Соотношение 

(12) позволяет произвести количественную оценку 

влияния неизотермичности поверхности на тепло-

обмен в любой точке поверхности как для ламинар-

ного, так и для турбулентного течения.  
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Обозначим интеграл в (12) Ψ: 
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ступ

0 0

, 1 .

Zx x

C C
x x e d e d

x

Φ

ξ ξ
⎡ ⎤ξ⎛ ⎞⎢ ⎥Ψ = ϕ ξ ξ = − ξ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ (13) 

Тогда формула для поправочного множителя на 

неизотермичность поверхности запишется так 
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3.3. Результаты решения 

Можно показать, что 
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Анализируя (14) и (15), можно увидеть, что по-

правка на неизотермичность поверхности (в случае 

экспоненциальной неизотермичности) будет функ-

цией С3х и определяться константами Z и Ф, значе-

ния которых, в свою очередь, определяются режи-

мом течения горячего теплоносителя. Вид зависи-

мости (14) для ламинарного и турбулентного тече-

ния показан на рис. 1 (там же показано сопоставле-

ние с результатами численного решения той же 

задачи при помощи программного комплекса Phoe-

nix). 
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Рис 1. К задаче о теплообмене вдоль неизотермичной 

пластины (экспоненциальная неизотермичность): 1 – 

ламинарное движение по (14); 2 – турбулентное движение 

по (14); 3 – численный расчет по Phoenix для ламинарного 

движения; 4 – численный расчет по Phoenix для турбу-

лентного течения 

На рис. 1 область отрицательных С3х соответст-

вует положительным m (противоток и прямоток), а 

область положительных С3х - отрицательным m 

(противоток). Видно, что при определенных значе-

ниях коэффициента C3 на удалении от передней 

кромки неизотермичность может существенно ис-

кажать теплоотдачу (как в случае ламинарного, так 

и в случае турбулентного движения). Причем в 

области отрицательных С3х этот эффект проявляет-

ся сильнее. Из рис. 1 также видно, что степень на-

рушения аналогии заметно выше при ламинарном 

движении. Сопоставление на рис. 1 показывает, что 

результаты вычислений по формуле (14) хорошо 

согласуются с результатами численных расчетов. 

Опытные данные по экспоненциальной неизотер-

мичности отсутствуют, поэтому сопоставление с 

результатами экспериментов не представляется 

возможным. Однако посредством простых преобра-

зований (14) можно получить поправку 
неизот
ε  для 

линейной неизотермичности. Точное аналитическое 

решение данной задачи для ламинарного случая 

было получено Эккертом [9] и Петуховым [4] и 

подтверждено данными экспериментов Эккерта [7]. 

Аналитическое решение для турбулентного обтека-

ния до сих пор не было получено, однако данный 

случай был исследован экспериментально в [6, 7, 8]. 

Формула (14) позволяет путем несложных преоб-

разований получить зависимость для поправочного 

множителя при линейной неизотермичности по-

верхности. В этом случае полагаем значение С3 

достаточно малым, что позволяет преобразовать 

составляющую е
С3х

 в (1) и в (14) к виду 1+С3х. Су-

щественно упрощается зависимость для Ψ: 

( )

1
1;

.

x Ф
Z

x
Z

⎛ ⎞β +⎜ ⎟
⎝ ⎠Ψ =                     (16) 

Учитывая вышеуказанные допущения и под-

ставляя (16) в (14) получаем следующие формулы 

для поправочного множителя на неизотермичность 

для ламинарного и турбулентного случаев: 

- лам. движение:  

3
неизот

3

1.612 1
;

1

C x

C x

+

ε =

+

         (17) 

- турб. движение: 

3
неизот

3

1.134 1
.

1

C x

C x

+

ε =

+

         (18) 

Решение получается другим, если принять раз-

ницу температур между стенкой и потоком на пе-

редней кромке пластины 0'
г c

t t−  равной нулю: 

- лам. движение: 

неизот
1.162;ε =          (19) 

- турб. движение: 

неизот 1.134.ε =          (20) 

Числа (19) и (20) также являются предельными 

значениями для (17) и (18). Важно отметить, что 

формула (17) была ранее аналитически получена 

Петуховым в [4]. 
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Рис 2. К задаче о теплообмене вдоль неизотермичной 

пластины (линейная неизотермичность; ламинарное тече-

ние): 1 – по (17); 2 – численный расчет по Phoenix для 

С3=1; 3 – численный расчет по Phoenix для С3=-0.25; 4 – 

опытные данные [7] (темп. напор на входе отсутствует) 
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Рис. 3. К задаче о теплообмене вдоль неизотермичной 

пластины (линейная неизотермичность; турбулентное 

течение): 1 – численный расчет по Phoenix для С3=1; 2 – 

численный расчет по Phoenix для С3=-0.25; 3 – численный 

расчет по Phoenix для С3=-1; 4 – расчет по (18); 5 - опыт-

ные данные [7] (темп. напор на входе отсутствует); 6 – 

опытные данные [6]; 7 - опытные данные [8] 

Как видно из рис. 2 и 3 результаты подсчета по 

формулам (17) и (18) достаточно приемлемо согла-

суются с экспериментальными данными, что кос-

венно подтверждает правильность полученного 

нами уравнения (14). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты проведенных расчетов показали, что 

при определенных условиях движения теплоноси-

теля вдоль неизотермичной плоской поверхности 

теплоотдача может испытывать изменение относи-

тельно случая изотермичной пластины. В некото-

рых случаях это изменение может составлять десят-

ки процентов (см. рис. 1, 2 и 3). Также было показа-

но, что в случае учета неизотермичности теплоот-

дача поверхности теплообмена будет также опреде-

ляться такими параметрами, как режим течения 

теплоносителя, схема относительного движения 

теплоносителей, водяные эквиваленты теплоноси-

телей, а также средний коэффициент теплопередачи 

(см. (14)). Изменение теплоотдачи в результате 

неизотермичности поверхности сильнее проявляет-

ся при ламинарном режиме, чем при турбулентном, 

и более характерно для противоточного движения 

теплоносителей. 

СПИСОК  ОБОЗНАЧЕНИЙ 

х – продольная координата, м; 

у – поперечная координата, м; 

С1, С2 и С3 – константы из экспоненциального закона 

изменения температуры стенки; 

tг – температура горячего теплоносителя, ºC; 

t’г – температура горячего теплоносителя на входе в теп-

лообменный аппарат, ºC; 

tс – температура поверхности теплообмена, ºC; 

tс0 – температура поверхности теплообмена на передней 

кромке, ºC; 

∆tобщ – температурный напор на входе в теплообменник, ºC; 

Wг и Wх – водяные эквиваленты для горячего и холодного 

теплоносителя соответственно, кВт/К;  

К – коэффициент теплопередачи, кВт/(м·К); 

αг – коэффициент теплоотдачи со стороны горячего теп-

лоносителя, кВт/(м·К);  

В – периметр поперечн6ого сечения поверхности тепло-

обмена, м; 

Nu – число Нусельта; 

w – скорость жидкости, м/с; 

β – бета-функция. 
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