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АННОТАЦИЯ 
Исследования динамики флуктуаций тепломассооб-

мена показывают, что в кризисных и переходных режи-
мах можно наблюдать высокоэнергетичные флуктуации 
со спектром мощности, обратно пропорциональным час-
тоте (1/f флуктуации). В таких случаях возможна пере-
качка энергии от высокочастотных к низкочастотным 
колебательным модам и катастрофические выбросы в 
системе. Теория показывает, что 1/f флуктуации возни-
кают в системе благодаря одновременному протеканию 
разнородных фазовых переходов в присутствии белого 
шума достаточной  интенсивности. Исследована функция 
распределения флуктуаций при масштабных преобразо-
ваниях системы стохастических уравнений, описываю-
щих генерацию 1/f шума. Показано, что гауссовское рас-
пределение случайного процесса с 1/f спектром перехо-
дит при масштабном преобразовании в экспоненциальное 
распределение, характерное для статистики экстремаль-
ных выбросов. Вероятность таких выбросов следует учи-
тывать при прогнозировании устойчивости различных 
режимов теплообмена. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Среди множества стационарных случайных про-
цессов выделяются процессы со спектром мощно-
сти обратно пропорциональным частоте – 1/f про-
цессы. Они привлекают к себе масштабно-
инвариантным распределением флуктуаций. Мас-
штабная инвариантность может быть связана с кри-
тическим поведением или самоорганизацией в 
сложных системах [1]. Примером масштабно-
инвариантного поведения является Колмогоровская 
турбулентность, когда в текущей жидкости возни-
кают потоки энергии различных масштабов длины, 
подчиняющиеся единым универсальным законам 
подобия [2]. Но не все случайные процессы сводят-
ся к турбулентности. Почти 80 лет назад в элек-
тронных устройствах были обнаружены флуктуа-
ции электрического напряжения, обратно пропор-
циональные частоте (фликкер шум) [3]. Оказалось, 
что случайные процессы с 1/f спектром встречаются 
во многих явлениях. Не только токовые и магнит-
ные флуктуации в физике твердого тела, но и мно-
гие случайные процессы в астрофизике, геофизике, 
биологии, информатике имеют обратно пропорцио-
нальный частоте спектр мощности [4]. 

Но вопреки широкой распространенности отсут-
ствует общепринятая модель 1/f  случайного про-
цесса, и в разных случаях с 1/f спектром связывают-
ся разные причины и строятся разные модели. Име-
ется много попыток объяснить возможный меха-
низм генерации масштабно-инвариантных флуктуа-
ций на основе концепции самоорганизованной кри-

тичности [5], которая применяется для описания 
сложных систем с развитыми флуктуациями. 

Исследования случайных процессов при тепло-
массообмене показали, что флуктуации с 1/f спек-
тром могут возникать в результате взаимодействия 
докритического и закритического неравновесных 
фазовых переходов в присутствии белого шума [6]. 
Растянутое критическое поведение флуктуаций в 
этом случае характеризуется самоподобным рас-
пределением плотности вероятности, не изменяю-
щимся во времени.  

2. ФУНКЦИЯ  РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  1/f 
ФЛУКТУАЦИЙ 

В теории 1/f флуктуаций при неравновесных фа-
зовых переходах [7] для описания динамики флук-
туаций в сосредоточенной системе используются 
стохастические уравнения, которые в простейшем 
случае имеют вид: 
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Здесь φ , ψ  – динамические переменные (парамет-
ры порядка); 1Γ , 2Γ  – гауссовы δ  – коррелирован-
ные шумы, которые при записи системы уравнений 
в виде (1) могут иметь разные реализации, но оди-
наковые дисперсии. Коэффициент 2  при перемен-
ной φ  во втором уравнении делает уравнения сис-
темы (1) неэквивалентными и означает наличие не-
которого нескомпенсированного потока.   

Для численного интегрирования система (1) пе-
реписывается в виде [8]: 
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где iξ  и iη  – последовательности гауссовских  слу-
чайных чисел с нулевым средним и стандартным 
отклонением σ , которые моделируют белый шум.  

Такой вид приобретают уравнения, если значе-
ния брать не в начальной, а в конечной точке интер-
вала  разбиения itΔ  численного интегрирования 
системы (1). Это обеспечивает устойчивость чис-
ленного интегрирования системы  при произволь-
ных начальных условиях и при любых шагах интег-
рирования tΔ . Для того, чтобы не корректировать 
значения стандартного отклонения σ  гауссовских  
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случайных чисел iξ  и iη  при изменении шага ин-

тегрирования tΔ , дифференциалы 0.5
i tξ Δ  и 

0.5
i tη Δ  в системе (2) содержат интервал времени в 

степени 0.5 . 
Система (1) и ее расчетный вариант (2) имеют 

индуцированный шумом переход по отношению к 

плотности вероятности 2 2P ⎛ ⎞φ ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Окрестность 

критичности этого перехода определяет интенсив-
ность внешнего шума ( σ  g cσ ), при которой сис-
тема генерирует стохастические процессы ( )tφ  и 

( )tψ  со спектрами мощности, соответственно об-
ратно пропорциональным частоте Sφf1 f  и об-
ратно пропорциональным квадрату частоты 
Sψ f

21 f  [9].  
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Рис. 1. Функции распределения ( )P φ  – 1 и ( )P ψ  – 2 

На рис.1 приведены функции распределения 
( )P φ  и ( )P ψ . Функция распределения ( )P φ  близка 

к гауссовской, но имеет длинные хвосты больших 
амплитудных выбросов, которые легко выявляются 
в полулогарифмических координатах. Распределе-
ние  ( )P ψ  характеризуется наличием двух макси-
мумов и минимума в нуле, т.е. имеют бимодальный 
вид. 

3. МАСШТАБНЫЕ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ   
1/f  ФЛУКТУАЦИЙ 

Рассмотрим, как изменяются функции распреде-
ления переменных при масштабных преобразовани-
ях реализаций случайных процессов. Для этого из 
последовательности рассчитанных реализаций 

1 2{ , ,... }Nφ φ φ  создадим последовательность огруб-

ленных реализаций ( ){ }Tφ  с помощью усреднения 
по некоторому масштабу времени  T , в соответст-
вии с уравнением: 
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Параметр T  называют еще коэффициентом 
масштабного преобразования. Для первого масшта-
ба реализация (1){ }φ  является просто исходной реа-

лизацией. Длина каждой последующей огрубленной 
реализации уменьшается в T  раз, т.е. содержит 

/N T  точек. Заметим, что данное масштабное пре-
образование не меняет частотную зависимость 
спектров. В случае ( )T

iφ  спектр остается обратно 
пропорциональным частоте Sφf1 f , а в случае  

( )T
iψ  – обратно пропорциональным квадрату часто-

ты Sψ f
21 f . 

При увеличении коэффициента масштабного 
преобразования у функции распределения ( )( )TP φ  
появляется минимум при нуле, она приобретает 
характерный бимодальный вид. А функция ( )( )TP ψ  
практически не меняется. Для численной характе-
ристики распределения при масштабных преобразо-
ваниях используется информационная энтропия 
[10]: 

( ) ( )( )( ) ( ) log( ( ))
i

T TT
i i

x

H P Pφ = − φ φ∑ .       (4) 

Результаты расчета энтропии огрубленных реа-
лизаций в зависимости от коэффициента масштаб-
ного преобразования T приведены на рис. 2. 
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Рис. 2. Энтропия огрубленных реализаций в зависимости 

от коэффициента масштабного преобразования: 1– ( )Tψ ; 

2 – ( )Tφ ; 3 – белый шум 

Для сравнения на этом же рисунке показано из-
менение энтропии белого шума при таком мас-
штабном преобразовании. Функция ( )( )TP ψ  явля-

ется масштабно инвариантной, а ( )( )TP φ  стремится 
к масштабной инвариантности с ростом T. 

4. РЕЛАКСАЦИЯ  СЛУЧАЙНЫХ  
ПРОЦЕССОВ  С  1/f  СПЕКТРОМ 

Для изучения релаксации системы (1) рассмот-
рим поведение разностей ( ) ( )t tα βΔφ = φ − φ  и 

( ) ( )t tα βΔψ = ψ −ψ  функций, соответствующих 
различным начальным условиям. С помощью чис-
ленного интегрирования системы (2) были рассмот-
рены самые различные начальные условия. На рис.3 
приведены примеры реализаций случайных процес-
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сов ( )tαφ , ( )tαψ  (рис.3а) и ( )tβφ , ( )tβψ  (рис.3б) с 
различными начальными условиями. Обнаружи-
лось, что при задании одних и тех же последова-
тельностей гауссовских случайных чисел { }iξ  и  

{ }iη , случайные процессы ( )tαφ  и ( )tαψ  сходятся 
к одним и тем же случайным функциям ( )tφ  и  ( )tψ  
при любых начальных условиях по истечении неко-
торого времени τ , т.е. ( ) 0tΔφ → , ( ) 0tΔψ → , при 
t . τ .  

Однако для отдельных реализаций случайного 
процесса этот переход осуществляется скачком 
(рис. 3в) и при различных временах. При усредне-
нии релаксации по большому числу реализаций 
можно получить гладкую релаксационную зависи-
мость ( )tΔφ  и ( )tΔψ , где угловые скобки обо-
значают усредненную по различным реализациям 
зависимость от времени. Типичные усредненные 
функции ( )tΔφ  и ( )tΔψ  приведены на рис. 3в. В 
данном случае использованы следующие расчетные 
значения параметров системы (2): 0.85σ = , 

0.15tΔ = , число шагов 4000N = , начальные усло-

вия: (0) (0) 0.3α αφ = ψ = , (0) (0) 0β βφ = ψ = . Кри-
вые на рис. 3в  получены усреднением по 500 слу-
чайным реализациям процесса. А вообще в расчетах 
релаксации использовались шаги интегрирования от 
0.06 до 0.3  при числе шагов интегрирования до 
16000 и усреднение до 1000 реализаций. На рис. 3в 
приведены начальные участки реализаций. 

Теперь можно выделить общие черты релакса-
ции при установлении масштабно-инвариантного 
распределения флуктуаций в случайных процессах 
с 1 f  спектром.  

Во-первых, после некоторого переходного вре-
мени 0t  (см. рис. 3г) система самоорганизуется и 
для 0t t>  усредненная релаксация ( )tΔφ  и 

( )tΔψ  начинает подчиняться простой экспонен-

циальной форме: ( )tΔφ f ( )tΔψ f ( )exp t− τ , где 
τ  – характерное время. Во-вторых, характерное 
время релаксации τ  при установлении масштабно- 
инвариантного распределения в системе (2) обратно 
пропорционально квадрату шага интегрирования: 
τf 2t−Δ  и одно и то же для обоих процессов 

( )tΔφ  и ( )tΔψ . На рис. 4 релаксация ( )tΔφ  и 

( )tΔψ  изображена в полулогарифмических коор-
динатах. Оценка времени релаксации дает 
τg 22 t−Δ  для использованных шагов интегрирова-
ния. 

Для достижения стационарности случайного 
процесса общее время наблюдения t должно быть 
больше характерного времени нестационарности, 
т.е. 0t >> τ . 

Общие черты релаксации при установлении 
масштабно-инвариантного распределения сохраня-

ются не только для малых разностей начальных ус-
ловий, когда эта разность не больше среднеквадра-
тичного отклонения при установившемся стацио-
нарном случайном процессе, но и для больших раз-
ностей начальных условий. 
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Рис. 3. а, б – примеры реализаций случайных процессов 

( )tαφ , ( )tαψ  и ( )tβφ , ( )tβψ   с различными начальными 
условиями; в – релаксации отдельных реализаций случай-
ных процессов ( )tΔφ  и ( )tΔψ ; г – релаксации случайных 
процессов ( )tΔφ  и  ( )tΔψ , усредненных по ансамблю 
реализаций; сплошные линии соответствуют процессу 

( )tφ ; пунктирные – процессу ( )tψ  
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Рис. 4. Релаксации случайных процессов: 1 – ( )tΔφ ; 2 – 

( )tΔψ ; 3 – зависимость f ( )exp t τ , при τ g 22 t−Δ  
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Релаксация ( )tΔφ  при больших разностях на-
чальных условий дает новое качественное поведе-
ние в переходный период 0t , т.е. в самом начале 
релаксации. Если для малых разностей начальных 
условий ( )tΔφ  в начале релаксации может даже 
несколько возрастать, то для больших разностей 
начальных условий (порядка среднеквадратичного 
отклонения стационарного процесса или больше) 

( )tΔφ  в начальный период 0t t≤  следует степен-

ной зависимости релаксации:  ( )tΔφ f 0.5t− .  
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101
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Рис. 5.  Релаксация случайного процесса ( )tΔφ  – 1 для 
больших разностей начальных условий; 2 – зависимость 

f 0.5t−  

На рис. 5 это продемонстрировано в двойных 
логарифмических координатах.  

Проведенный анализ показывает, как работает 
система (1), описывающая генерацию 1/f флуктуа-
ций при фазовых переходах. Если отклонения пара-
метров  φ  и ψ  большие, то основную роль играют 
детерминированные слагаемые, и система (1) релак-
сирует соответственно степенной зависимости, как 
и система без шума [7]. При средних отклонениях 
переменных φ  и ψ  релаксация имеет экспоненци-
альную форму зависимости. А вблизи нулевых зна-
чений детерминированные слагаемые системы (1) 
становятся настолько малыми, что в течение не-
скольких шагов интегрирования эволюция опреде-
ляется только внешним белым шумом, и система 
«забывает» начальные условия. И так продолжается 
до тех пор, пока белый шум не даст большие вы-
бросы параметров iφ  и iψ . А дальше стадии релак-

сации повторятся. Фактически исследование релак-
сации на начальной стадии случайного процесса 
при различных начальных условиях позволяют вы-
делить и определить низкочастотные высокоэнерге-
тические пульсации, которые ответственны за воз-
растающую часть спектра мощности и которые в 
теории самоорганизованной критичности [5] назы-
вают «лавинами». Для определения таких пульса-
ций в эксперименте следует проводить огрубляю-
щие масштабные преобразования в наблюдаемых 
реализациях. 

Работа выполнена при поддержке программы 
фундаментальных научных исследований Отделе-
ния ЭММПУ РАН. 
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