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АННОТАЦИЯ 

Проанализировано влияние различных режимных па-

раметров на средние по периоду колебаний теплоотдачу и 

сопротивление трения при турбулентном течении газа в 

трубе с наложенными резонансными колебаниями. Рас-

четные данные получены путем решения методом конеч-

ных разностей системы дифференциальных уравнений 

движения, неразрывности и энергии, записанных в при-

ближении узкого и акустически узкого канала, дополнен-

ной системой указанных уравнений, осредненных по се-

чению трубы. Использована модель турбулентности, 

включающая релаксационные уравнения для турбулент-

ных вязкости, касательного напряжения и теплового по-

тока. Установлено, что в резонансных режимах в области 

пучности средней массовой скорости могут возникать ре-

циркуляционные зоны. От размера этих зон и интенсив-

ности вторичных течений в них существенно зависит те-

плоотдача и сопротивление. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что гидродинамические и тепловые 

характеристики пульсирующего течения могут за-

метно отличаться от этих характеристик при ста-

ционарном течении. Наиболее полно как экспери-

ментальным, так и расчетным путем изучено влия-

ние наложенных колебаний расхода на теплоотдачу 

и сопротивление при течении жидкости в трубе в 

условиях, когда можно пренебречь сжимаемостью 

(см. например, [1]). При пульсирующем течении в 

трубе, длина которой сопоставима с длиной акусти-

ческой волны, проявляется сжимаемость жидкости. 

Особый интерес представляют резонансные режи-

мы, в которых при заданных колебаниях давления 

или расхода на входе в трубу, имеющих малую ам-

плитуду, в определенных сечениях трубы амплиту-

да колебаний этих величин сильно возрастает (для 

невязкой жидкости стремится к бесконечности). 

Вдоль трубы формируются стоячие волны давления 

и средней массовой скорости с узлами и пучностя-

ми. Основным условием, необходимым для осуще-

ствления резонансного режима, является связь дли-

ны трубы с частотой колебаний: безразмерная дли-

на трубы XL должна быть кратна π/2 или π (в зави-

симости от условий на входе и выходе из трубы). 

Указанное равенство при наличии среднего во вре-

мени течения, а также вязкости жидкости и неизо-

энтропичности колебаний является приближенным. 

Кроме того, как показал анализ результатов расче-

тов, проведенных в настоящей и предшествующих 

ей работах, для пульсирующего турбулентного те-

чения резонансные режимы осуществляются лишь в 

области относительно высоких частот. 

В [2, 3] приведены опытные данные по теплоот-

даче в резонансных режимах, свидетельствующие о 

том, что в сечениях трубы, приближенно соответст-

вующих пучностям средней массовой скорости, 

средняя по периоду теплоотдача существенно по-

вышается. Результаты обширных эксперименталь-

ных исследований локальной теплоотдачи в резо-

нансных режимах (до пяти резонансных гармоник) 

представлены в [4]. Более поздние исследования в 

этой области отсутствуют, и данные [4] являются 

единственными, с которыми можно провести сопос-

тавление результатов численного моделирования. 

В [5, 6] проведены расчеты гидродинамики и те-

плообмена при турбулентном течении газа в усло-

виях резонансных колебаний. Для первой [5] и вто-

рой [6] резонансных гармоник воспроизведено по-

лученное в [4] увеличение средней по периоду теп-

лоотдачи по сравнению с теплоотдачей при стацио-

нарном течении. Причины этого увеличения можно 

установить, проведя аналогию между пульсирую-

щим течением несжимаемой и сжимаемой жидко-

сти. Для несжимаемой жидкости в [1] показано, что 

при влияние колебаний на средние по периоду ха-

рактеристики течения и теплообмена проявляется 

только при относительно высоких амплитудах ко-

лебаний расхода. Наблюдается увеличение средних 

по периоду колебаний теплоотдачи и сопротивле-

ния трения в промежуточной области частот, соот-

ветствующей значению параметра нестационарно-

сти St ≈ 1, которое объясняется влиянием пульсаций 

расхода на турбулентный перенос. В высокочастот-

ной области St > 1 с ростом частоты среднее по пе-

риоду трение на стенке стремится к его значению 

при стационарном течении, а средняя теплоотдача 

возрастает благодаря наличию конвективного члена 

в уравнении энергии. Основное различие течений 

несжимаемой и сжимаемой жидкости заключается в 

том, что в последнем случае средняя массовая ско-

рость изменяется вдоль трубы; в областях с высо-

кими амплитудами колебаний (в пучностях) наблю-

дается локальное увеличение теплоотдачи. 

Расчеты [5, 6] выполнены без учета конвектив-

ных членов в уравнении движения, а также ради-

альной составляющей скорости. Учет этих членов в 

[7, 8] позволил более точно воспроизвести опытные 

данные [4]. Кроме того, наличие радиальной со-

ставляющей скорости wr приводит к еще одному 

различию пульсирующего течения сжимаемой и не-
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сжимаемой жидкости (в последнем случае для раз-

витого течения с постоянными свойствами wr = 0). 

Как показано в [3], в резонансных режимах воз-

можно существование стационарных вихрей протя-

женностью около четверти длины волны, сосредо-

точенных в области пучности. Эти рециркуляцион-

ные зоны получены в [3] расчетным путем на осно-

ве приближенного аналитического решения систе-

мы уравнений неразрывности и движения в при-

ближении узкого канала для пульсирующего лами-

нарного изоэнтропического течения газа в плоском 

канале. Существование указанных зон подтвержде-

но экспериментом [3], проведенным методом визуа-

лизации течения. 

Возникновение вторичных течений в пульси-

рующих потоках в каналах возможно при выполне-

нии следующих условий. Во-первых, необходимо, 

чтобы в некоторой области поперечного сечения 

трубы продольная составляющая скорости имела бы 

отрицательный знак wх < 0. Во-вторых, должна быть 

отлична от нуля поперечная составляющая скоро-

сти. В третьих, нужно, чтобы обе составляющие 

скорости изменялись как в поперечном, так и в про-

дольном направлении. Для несжимаемой выполня-

ется лишь первое из перечисленных условий (при 

высоких амплитудах колебаний), поэтому в этом 

случае рециркуляционные зоны отсутствуют. Для 

сжимаемой жидкости появление таких зон в опре-

деленные моменты времени может повлиять не 

только на мгновенные характеристики течения и 

теплообмена, но и на средние по периоду теплоот-

дачу и сопротивление. 

2. ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ  И  МЕТОД 

РЕШЕНИЯ 

Задача описывается следующей системой без-

размерных уравнений движения, неразрывности и 

энергии, записанных в приближении узкого и аку-

стически узкого канала: 
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В уравнении энергии (3) не учитывается вязкая 

диссипация, что можно сделать при относительно 

небольших числах Маха. 

Граничными условиями для (1)–(3) являются ус-

ловия прилипания и непроницаемости на стенке и 

условие симметрии на оси трубы. Решение прово-

дилось при заданной плотности теплового потока на 

стенке. На входе в трубу (X = 0) задавался равно-

мерный профиль температуры, а течение полага-

лось гидродинамически стабилизированным. В на-

чальный момент времени течение полагалось ста-

ционарным и решение нестационарных уравнений 

(1)–(3) находилось методом установления по перио-

ду колебаний. 

При течении в узких каналах несжимаемой жид-

кости градиент давления, необходимый для реше-

ния приведенной выше системы уравнений, обычно 

находится с использованием заданного закона из-

менения во времени средней массовой скорости 

(постоянной вдоль трубы). При течении в условиях, 

когда проявляется сжимаемость жидкости, как по-

казано в [9], изменяющиеся по длине и во времени 

давление и среднюю массовую скорость следует 

находить из системы одномерных (осредненных по 

сечению трубы) уравнений движения и неразрывно-

сти [8]: 

( )k
U P

F F
t X

τ

ω

∂ ∂
+ = − +

∂ ∂
, (4) 

2

M
M q k

P U

t Xa ω

∂ ∂
+ = Φ −Φ

∂ ∂
�

. (5) 

Здесь 02

Re

8S

F
τ

τ
= ξ , 

1

2

0

2Mk xF W RdR
X

∂
= ρ

∂ ∫ , 

1

c

2 2
1 0

2

S Pr
q

R

Q q
RdR

R

Σ

=

⎛ ⎞∂ϑ
⎜ ⎟Φ = +
⎜ ⎟ϑ ∂ϑ⎝ ⎠

∫ , 

1

2

0

2 (M )k xW V RdR
X Ra

⎡ ⎤ρ ∂ϑ ∂ϑ
⎢ ⎥Φ = +

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ,  

1

2

2

0

1
/

2

RdR
a

a

= ∫� . 

Члены в правой части уравнения (4) учитывают 

влияние на волну давления трения на стенке (Fτ) и 

конвективного переноса количества движения (Fk). 

Члены в правой части (5) учитывают влияние не-

изоэнтропичности течения за счет подвода тепла к 

стенке (Φq) и конвективного переноса энергии (Φk). 

Система (4), (5) должна быть дополнена гранич-

ными условиями для средней массовой скорости U 

или давления Р на входе и выходе из трубы. В дан-

ной работе полагалось, что на входе в трубу (Х = 0) 

на поток наложены гармонические колебания рас-

хода: U = 1+Asintω. Выход из трубы (X = XL) пола-

гался акустически закрытым: U = 1. 

Замыкание системы основных уравнений (1)–(3), 

как и в других работах авторов, выполненных для 

несжимаемой и сжимаемой жидкости, проводилось 

на основе модели турбулентности [3], учитывающей 

влияние нестационарности течения на турбулент-

ный перенос. 
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Плотность газа вычислялась по уравнению со-

стояния /Pρ = ϑ , а скорость звука по соотношению 

2
a = ϑ . Вязкость и теплопроводность газа в данных 

расчетах полагались постоянными 1μ = λ = . Числа 

Pr и Prt принимались равными 0,7 и 0,9 соответст-

венно. 

Системы основных (1)–(3) и одномерных (3)–(4) 

уравнений решались совместно методом конечных 

разностей. Численная схема описана в [8, 9]. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ  РАСЧЕТА 

Сравнение результатов расчета средней по пе-

риоду колебаний теплоотдачи с опытными данными 

[4] проведено в [7, 8] для первой резонансной гар-

моники (XL = π) и в настоящей работе – для второй 

резонансной гармоники (XL = 2π). Значения режим-

ных параметров, необходимых для проведения рас-

чета, подбирались на основе информации, приве-

денной в [4]. 

 

Рис. 1. Распределение  среднего по   периоду  числа Нус-

сельта вдоль трубы: Re = 5⋅10
4
, S = 93,8, M = 0,15, 

Qc = 10; 1, 3 – A = 0,52, 2 , 4 – A = 0,35. 1, 2 – эксперимент 

[4], 3 ,4 – расчет 

Из рис. 1 видно, что на распределении вдоль 

трубы средней по периоду теплоотдачи имеются 

два максимума, убывающих по мере увеличения 

расстояния от начала обогрева. Такой характер из-

менения теплоотдачи объясняется тем, что ампли-

туда колебаний средней массовой скорости в пер-

вой от входа пучности больше, чем во второй. Сле-

дует подчеркнуть, что при расчете с использовани-

ем квазистационарной модели турбулентности ука-

занные максимумы не воспроизводятся. 

С целью выявления степени влияния режимных 

параметров на теплоотдачу и сопротивление трения 

при колебаниях вблизи первой резонансной гармо-

ники (XL = π) были проведены систематические рас-

четы, результаты которых представлены на рис. 2. 

Средние по периоду колебаний число Нус сельта и 

коэффициент сопротивления трения вычислялись 

как <Nu> = 2Qc/<ϑc - ϑж>, 2

0 c 0 08 /( )w
τξ = − < τ > ρ ; 

символ < > означает осреднение по перод-

жу5колебаний 

При расчетах было установлено, что в высоко-

частотной области при относительно высоких ам-

плитудах колебаний в центре трубы, где располо-

жена пучность средней массовой скорости, вблизи 

стенки в некоторые моменты времени появляется 

рециркуляционная зона. Размеры этой зоны и ин-

тенсивность вторичных течений в ней, которую 

можно оценить по значениям функции тока, возрас-

тают с увеличением амплитуды колебаний и умень-

шаются с ростом числа Маха и плотности теплового 

потока на стенке. Эти результаты качественно со-

гласуются с данными, полученными в [3]. 

 

 

Рис. 2. Изменение средних по периоду теплоотдачи (а) и 

касательного напряжения на стенке (б) вдоль трубы: 

Re = 5⋅10
4
. 1 – St = 1,08, A = 0,6, M = 0,1, Qc = 20; 2 – 

St = 1,08, A = 0,4, M = 0,1, Qc = 20; 3 – St = 1,08, A = 0,4, 

M = 0,3, Qc = 30; 4 – St = 1,08, A = 0,4, M = 0,3, Qc = 20; 

5 – St = 0,05, A = 0,4, M = 0,3, Qc = 30 

Из рис. 2 видно, что величина максимумов теп-

лоотдачи и сопротивления трения возрастает с уве-

личением амплитуды колебаний, а при росте М и 

Qc – уменьшается, причем положение максимумов 

смещается ко входу. Как уже отмечалось выше, в 

области низких частот (St << 1) резонансные режи-

мы не наблюдаются и указанные максимумы отсут-

ствуют. 
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Положение и величина максимальных значений 

теплоотдачи и сопротивления непосредственно свя-

заны с положением сечения, в котором достигается 

максимальная амплитуда колебаний средней массо-

вой скорости Xmax, и величиной этой амплитуды    

AUmax. Результаты расчета Xmax, AUmax в зависимо-

сти от режимных параметров представлены на 

рис. 3, 4. 

Отметим, что кроме указанных режимных пара-

метров – амплитуды колебаний расхода на входе А, 

безразмерной частоты колебаний S, числа Маха М, 

безразмерной плотности теплового потока Qc, при 

расчете необходимо задавать число Рейнольдса 

среднего во времени течения Re. Как показали рас-

четы, влияние этого режимного параметра в боль-

шой степени можно учесть, используя безразмер-

ный критерий нестационарности St = f(S, Re). Такой 

вывод следует, в частности, из сравнения кривых 1 

и 2 на рис. 4 для разных Re, которые различаются 

незначительно. 

 

Рис. 3. Положение максимума теплоотдачи: Re = 10
5
, 

A = 0,4, Qc = 10; 1 – St = 1,1; 2 – St = 0,3; 3 – St = 0,1; 4 – 

St = 0,1, Qc = 0,01 

 

Рис. 4. Максимальная амплитуда колебаний средней мас-

совой скорости: St = 1,08; 1 – Re = 5⋅10
4
, М = 0,1, 

Qc = 20; 2 – Re = 10
5
, М = 0,1, Qc = 20; 3 – Re = 5⋅10

4
, 

М = 0,1, Qc = 30; 4 – Re = 5⋅10
4
, М = 0,3, Qc = 20 

Для практики представляет интерес данные по 

относительным амплитуде аτ и фазе ϕτ колебаний 

касательного напряжения на стенке, которые могут 

быть использованы для расчета передаточных 

функций газового трубопровода [11]. Результаты 

расчета аτ и ϕτ представлены на рис. 5. Здесь же 

приведены расчетные данные, полученные в [12] 

для несжимаемой жидкости. В этом случае при вы-

соких частотах амплитуда и фаза касательного на-

пряжения на стенке подчиняются закономерностям 

для ламинарного высокочастотного течения: 

аτ = S/4, ϕτ = π/4. 

 

 
Рис. 5. Амплитуда (а) и фаза (б) колебаний касательного 

напряжения на стенке: XL = π/2, Re = 5⋅10
4
; 1 – A = 0,3, 

М = 0,1, Qc = 0,01; 2 – A = 0,2, М = 0,1, Qc = 10; 3 – 

A = 0,3, М = 0,1, Qc = 10; 4 – A = 0,3, М = 0,01, Qc = 0,01; 

5 – для несжимаемой жидкости A = 0,2 

Из рисунков видно, что зависимости аτ и ϕτ от 

частоты колебаний для несжимаемой и сжимаемой 

жидкости имеют одинаковый характер; наблюдают-

ся минимумы на этих зависимостях в промежуточ-

ной области частот, объяснение которым дано в 

[12]. Однако для сжимаемой жидкости значения ам-

плитуды и фазы колебаний касательного напряже-

ния на стенке заметно ниже, чем для несжимаемой, 

и это различие возрастает с увеличением амплитуды 

колебаний, числа Маха и плотности теплового по-

тока на стенке. Заметим, что данный вывод спра-

ведлив лишь для резонансного режима, а по мере 

удаления от области резонанса отмеченное разли-

чие уменьшается. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработанная методика численного моделиро-

вания теплообмена при пульсирующем турбулент-
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ном течении сжимаемой жидкости в узкой труб по-

зволила воспроизвести наблюдаемое в эксперимен-

тах увеличение средней по периоду колебаний теп-

лоотдачи в резонансных режимах. Дано объяснение 

максимумам на распределении теплоотдачи по дли-

не трубы, положение которых соответствуют сече-

ниям с максимальными амплитудами колебаний 

средней массовой скорости. Существенное влияние 

на теплоотдачу оказывают вторичные течения, ин-

тенсивность которых возрастает с увеличением ам-

плитуды колебаний и с уменьшением числа Маха и 

плотности теплового потока на стенке. Расчеты сви-

детельствуют о качественной аналогии между теп-

лоотдачей и сопротивлением трения. 

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

a – изоэнтропическая скорость звука; 

a = a/a0 – безразмерная скорость звука; 

l – длина трубы; 

М = w0/a0 – число Маха; 

Nu = 2qcr0/[(Tc–Tж)λ] – число Нуссельта; 

p – давление; 

P = p/(ρ0w0a0) – безразмерное давление; 

Pr – число Прандтля; 

qc – плотность теплового потока на стенке; 

qt –  плотность турбулентного теплового потока; 

0 0 0/ /( )
t

q T R q r TΣ = λ∂ ∂ + λ  – безразмерная плотность 

суммарного радиального теплового потока; 

Qc = qc r0/(λ0T0); 

r – радиальная координата; 

r0 – радиус трубы; 

R = r/r0 – безразмерная радиальная координата; 

Re = 2ρ0w0r0/μ0 – число Рейнольдса; 

S = 0 0 0/r ωρ μ  – число Стокса; 

St = S/ 1/ 2[1,19Re (Re)]
s

ξ ; 

t – время; 

tω = tω – безразмерное время; 

T – температура; 

Тж 
1

0
2

x
W

TRdR
U

ρ
= ∫ – средняя массовая температура жид-

кости; 

U =2
1

0
x

W RdRρ∫  – безразмерная средняя массовая ско-

рость; 

V = wr/(ωr0) – безразмерная радиальная скорость; 

w0 – средняя по сечению и во времени скорость в началь-

ном сечении трубы; 

W = wх/w0 – безразмерная продольная скорость; 

x – расстояние от входа; 

X = xω/a0 – безразмерное расстояние от входа; 

XL = lω/a0 – безразмерная длина трубы; 

γ – показатель адиабаты; 

ϑ = T/T0 – безразмерная температура; 

λ – коэффициент теплопроводности, 

λ = λ/λ0 – безразмерная теплопроводность; 

μ – коэффициент динамической вязкости; 

μ = μ/μ0 – безразмерная вязкость; 

ξ0 = -8τc/(ρ0w0

2
) – коэффициент сопротивления трения; 

ρ –плотность; 

ρ = ρ/ρ0 – безразмерная плотность; 

τс – касательное напряжение на стенке; 

t
τ  – турбулентное напряжение; 

0 0 0/ /( )
t

W R r wΣτ = μ∂ ∂ + τ μ  – безразмерное суммарное 

касательное напряжение; 

ω – круговая частота колебаний. 

Индексы: 

0 – среднее по периоду колебаний значение в начальном 

сечении трубы; 

s – для стационарного течения. 
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