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МОДЕЛИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ k-ε ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКА. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕСТИРОВАНИЯ 
 

АННОТАЦИЯ 

Предложены две k-ε модели турбулентности: первого 

и второго порядка соответственно. Эти модели получены 

разложением корреляционных функций точных уравне-

ний турбулентной энергии и скорости диссипации энер-

гии несжимаемой жидкости в ряд по пространственным 

производным скорости. В модели первого порядка тензор 

напряжений Рейнольдса представлен соотношением Бус-

синеска, связывающим напряжения Рейнольдса с тензо-

ром скорости деформаций посредством эффективной 

турбулентной вязкости. В модели второго порядка тензор 

напряжений Рейнольдса содержит дополнительный член 

с пространственными производными скорости второго 

порядка. Проведено тестирование моделей путем сравне-

ния результатов моделирования турбулентных течений в 

различных каналах с результатами экспериментов. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Двухпараметрические модели турбулентности 

типа k-ε в качестве фундаментального соотношения 

используют гипотезу Буссинеска, выражающую 

связь напряжений Рейнольдса с тензором скорости 

деформаций посредством эффективной турбулент-

ной вязкости. Согласно Колмогорову эффективная 

турбулентная вязкость является линейной функцией 

турбулентного числа Рейнольдса Rt. Однако первые 

применения моделей турбулентности указывали на 

более сложную зависимость, что привело к исполь-

зованию модельных функций турбулентного числа 

Рейнольдса. Соответствующие модели позволяют 

моделировать турбулентность в ядре потока, в об-

ласти больших турбулентных чисел Рейнольдса. В 

процессе развития моделей турбулентности снова 

вернулись к идее Прандтля о влиянии стенки на 

пространственный масштаб турбулентности. Со-

временные модели турбулентности позволяют мо-

делировать турбулентность во всей области тече-

ния, включая вязкий подслой [1]. Такая возмож-

ность достигается использованием модельных 

функций двух аргументов: турбулентного числа 

Рейнольдса и безразмерной пространственной ко-

ординаты у
+

, определяющей положение произволь-

ной точки потока относительно ближайшей стенки 

канала. 

В настоящей работе предложены две модели 

турбулентности: первого и второго порядка соот-

ветственно. Эти модели не содержат модельные 

функции. Модельные уравнения для турбулентной 

энергии и скорости диссипации получены путем 

разложения корреляционных функций точных 

уравнений в ряды по пространственным производ-

ным средней скорости. 

В модели первого порядка тензор напряжений 

Рейнольдса определяется гипотезой Буссинеска. 

При этом, эффективная турбулентная вязкость, как 

размерный множитель этой зависимости, является 

линейной функцией турбулентного числа Рей-

нольдса, что находится в полном соответствии с 

гипотезой Колмогорова. В модели второго порядка 

тензор напряжений Рейнольдса выражен через про-

странственные производные средней скорости пер-

вого и второго порядков. С членом второго порядка 

связаны силы, ответственные за процесс обмена 

энергией между различными конфигурациями осред-

ненного движения через механизм турбулентности. 

В настоящей работе представлены результаты 

моделирования турбулентных течений несжимае-

мой жидкости в различных каналах и дано сравне-

ние полученных результатов с данными экспери-

ментов. 

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Уравнение неразрывности: 
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Корреляционные функции в (1–4) определя-

ются следующими соотношениями: 
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По определению: 
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Как это принято, повторяющийся дважды в тен-

зорном выражении индекс означает суммирование 

по этому индексу. 

Значения модельных констант: 
Cμ = 0.09, Ck = 0.4 – 0.5, Cε1 = 1.5, Cε2 = 1.9, Cε3 = 

= 0.02, Cε4 = 2, Cε5 = 0.09, Cε6 = 24, σk = 1.4, σε = 1.4. 

Граничные условия для турбулентных величин 

предполагают равенство нулю турбулентной энер-

гии и нормальной производной скорости диссипа-

ции на стенках канала: 

0, / 0w wk n= ∂ε ∂ = . 

3. МОДЕЛЬ  ПЕРВОГО  ПОРЯДКА 

В модели первого порядка тензор напряжений 

Рейнольдса <ui′uj′ > определяется гипотезой Бусси-

неска, связывающей напряжения Рейнольдса с тен-

зором скорости деформаций Sij посредством эффек-

тивной турбулентной вязкости νt. Модель первого 

порядка получаем, полагая в (5) Ck = 0. 

3.1. Плоский канал 

Моделирование развитого турбулентного тече-

ния в плоском канале дает распределения скорости, 

хорошо согласующиеся с полуэмпирической моде-

лью Кармана [2], рис.1, а коэффициенты трения – с 

законами Дина [3], Зарби и Рейнольдса [4], рис.2. 

3.2. Круглая труба 

Распределениям скорости, полученные модели-

рование развитого турбулентного течения в круглой 

трубе, описываются эмпирической формулой Рей-

харда [2], рис.3, а коэффициенты гидравлического 

сопротивления – формулами Никурадзе [5] и Фило-

ненко [6], рис. 4. 
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Рис. 1. Профили скорости в плоском канале 
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Рис. 2. Коэффициенты трения в плоском канале 
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Рис. 3. Профили скорости в круглой трубе 
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Рис. 4. Коэффициенты гидравлического сопротивления 

круглой трубы 
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3.3. Кольцевые каналы 

Моделировалось развитое турбулентное течение 

в кольцевых каналах с различным отношением 

внешнего, R2 , и внутреннего, R1, радиусов. Полу-

чено хорошее согласие рассчитанных (сплошные 

линии) и измеренных (точки) профилей скорости, 

рис. 5. Экспериментальные данные взяты из работы 

[7]. Пунктирной линией изображены профили ско-

рости, рассчитанные по методике [7]. 
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Рис. 5. Профили скорости в кольцевых каналах 

4. МОДЕЛЬ  ВТОРОГО  ПОРЯДКА 

В модели турбулентности второго порядка тен-

зор напряжений Рейнольдса определяется соотно-

шение (5). Член второго порядка в правой части (5) 

не влияет на распределения скорости и, следова-

тельно, на коэффициенты гидравлического сопро-

тивления вышерассмотренных каналов, обладаю-

щих высокой симметрией. Однако даже в таких ка-

налах диагональные компоненты напряжений Рей-

нольдса взаимно различны, рис. 6 (Ck = 0.5). 

Разница между поперечными компонентами тен-

зора напряжений Рейнольдса является причиной 

появления вторичных токов в прямых каналах более 

сложной геометрии. На рис. 7 представлены линии 

тока вторичного течения, полученные моделирова-

нием развитого турбулентного течения в прямой 

трубе квадратного сечения. Максимальные значе-

ния скорости вторичного течения достигают двух 

процентов значения среднерасходной скорости. 

Течения в каналах с обратным выступом могут 

рассматриваться как пример сложных течений. На 

рис. 8 результаты численного моделирования тур-

булентного течения в прямом канале с обратным 

выступом сравниваются с экспериментальными 

данными работы [8]. Распределения скорости нор-

мированы на максимальное значение скорости U0 

на входе в канал (x – расстояние до выступа). Срав-

нивая данные рис. 8 с аналогичными распределе-

ниями, полученными с помощью модели первого 

порядка (см. [9]), заключаем, что второго порядка 

член соотношения (5) позволяет добиться лучшего 

согласия с данными экспериментов. Эксперимен-

тальное значение длины зоны рециркуляции (рас-

стояние от выступа до точки присоединения потока) 

составляет 6.51h и совпадает с рассчитанным значе-

нием. Модель первого порядка дает значение 7.2h. 
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Рис. 6. Диагональные компоненты напряжений Рейнольд-

са в плоском канале 
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Рис. 7. Линии тока вторичного течения в трубе квадрат-

ного сечения: Re = 4500 
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Рис. 8. Распределения скорости в различных сечениях за 

обратным выступом: Reh = 5500, ER = 1.5 
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На рис. 8 представлены также данные, рассчи-

танные с помощью k-ε модели турбулентности ра-

боты [1]. Полученное с помощью этой модели зна-

чение длины зоны рециркуляции составляет 6.1h. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложены две k-ε модели турбулентности: 

первого и второго порядка соответственно. Эти мо-

дели получены разложением корреляционных 

функций точных уравнений турбулентной энергии и 

скорости диссипации энергии несжимаемой жидко-

сти в ряд по пространственным производным поля 

скорости, усредненного по статистическому ан-

самблю. Предложенные модели турбулентности не 

содержат модельные функции. 

В модели турбулентности первого порядка тен-

зор напряжений Рейнольдса выражается через тен-

зор скорости деформации соотношением Буссине-

ска. В модели второго порядка тензор напряжений 

Рейнольдса представлен пространственными произ-

водными средней скорости первого и второго по-

рядка соответственно. 

Второго порядка член тензора напряжений Рей-

нольдса не влияет на распределения скорости и ко-

эффициенты сопротивления каналов высокой сим-

метрии. Результаты численного моделирования раз-

витого турбулентного течения в плоском канале, 

круглой трубе и кольцевых каналах находятся в 

хорошем согласии с данными экспериментов. 

Второго порядка член тензора напряжений Рей-

нольдса ответственен за процесс обмена энергией 

между различными конфигурациями осредненного 

движения. Силы, связанные с этим членом, приво-

дят к вторичным токам в каналах низкой симметри-

ей (например, прямой канал квадратного сечения). 

Максимальное значение скорости вторичного тече-

ния может достигать двух процентов средне-

расходной скорости. 

Второго порядка член тензора напряжений Рей-

нольдса позволил улучшить результаты моделиро-

вания течений в каналах с обратным выступом, рас-

сматриваемых как пример сложных течений. 

Тестирование модели турбулентности первого 

порядка обнаружило высокую эффективность моде-

ли. Эта эффективность проявляется в хорошей схо-

димости вычислительного процесса. Второго по-

рядка член напряжений Рейнольдса нелинейный и 

содержит пространственные производные наивыс-

шего порядка в системе дифференциальных уравне-

ний модели. Это отрицательно влияет на устойчи-

вость вычислительного алгоритма и требует разра-

ботки адекватной неявной схемы численной ап-

проксимации этого члена. В настоящей работе ис-

пользовалась явная схема аппроксимации. 

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

ui – компонента скорости, i=1,2,3; 

Ui – скорость, усредненная по ансамблю; 

u'i – турбулентные пульсации скорости ui; 

p – давление; 

P – среднее по ансамблю поле давления; 

p' – турбулентные пульсации давления; 

<ui·uj> – среднее по ансамблю произведение компонент 

скорости; 

k – турбулентная энергия, k ≡ <ui′·ui′> / 2; 

ε – скорость диссипации турбулентной энергии,  

ε ≡ ν <u′i,j u′i,j>; 

ρ – плотность; 

δij – симметричный единичный тензор; 

ν, νt – кинематическая молекулярная и турбулентная вяз-

кости; 

Rt – турбулентное число Рейнольдса, Rt ≡ k
2
/εν; 

Cf – коэффициент поверхностного трения, 

Cf = τw / (ρ Um
2
 / 2); 

uτ – масштаб скорости, основанный на напряжении тре-

ния, uτ = (τw / ρ)
1/2

; 

τw – напряжение трения на стенке; 

u
+

 – безразмерная скорость, u
+

 = u / uτ ; 

y
+

 – безразмерное расстояние до стенки канала, 

y
+

 = y uτ / ν ; 

Re – число Рейнольдса, основанное на средней скорости и 

гидравлическом диаметре канала. 

δ – половина расстояния между стенками плоского канала; 

h – высота обратного выступа; 

ER – коэффициент расширения канала с обратным высту-

пом как отношению ширин канала. 

Операторы производных: 

, ,
/ ; / , 1,2,3.t t i i ik k k t k k k x i= ∂ ≡ ∂ ∂ = ∂ ≡ ∂ ∂ =

 

, ,
/ , / , , 1,2,3.i t t i i i k k i i ku u u t u u u x i k= ∂ ≡ ∂ ∂ = ∂ ≡ ∂ ∂ =  

2
, / , , , 1,2,3.i jk jk i i j ku u u x x i j k= ∂ ≡ ∂ ∂ ∂ =  
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